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The frames of the 1st and 2nd order on a principal bundle 

 

We proceed the studying tangent and osculating bundles over 
arbitrary principal bundle on a manifold by means of covariant method 
[5] and based on structure equations and derivation formulas. Expressions 
of fiber forms in the natural coframe, basis vectors of the 2nd order in the 
natural frame, structure constants in terms of fiber coordinates are ob-
tained. 
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Об эллиптичности одного дифференциального оператора 
 

Пусть  ,d, d D  — базис пространства естественных (от-

носительно изометрических диффеоморфизмов) дифференци-
альных операторов первого порядка, действующих на про-

странстве  Мr  внешних дифференциальных r-форм 

 1 1r n    на римановом многообразии (M, g) и имеющих 

значение в пространстве однородных тензоров над (M, g). До-

казано, что для оператора D , формально сопряженного к D, 

дифференциальный оператор второго порядка  : rD D М   

 r М  является эллиптическим. 
 

Ключевые слова: компактное риманово многообразие, эллипти-
ческий дифференциальный оператор второго порядка. 
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1. Введение и результат 

 
Более тридцати пяти лет назад Ж.-П. Бургиньон (см.: [1, 

с. 264—265]) доказал, что на n-мерном римановом многообра-

зии (M, g) существует базис  D,dd,   пространства естест-
венных (относительно изометрических диффеоморфизмов) 
дифференциальных операторов первого порядка, которые дей-

ствуют на пространстве  Мr  внешних дифференциальных 

r-форм  11  nr  и имеют значение в пространстве одно-

родных тензоров над (M, g). Здесь    MMd rr 1:   — 

оператор внешнего дифференцирования и  1: rd M    

 r M  — ему формально сопряженный оператор кодиф-

ференцирования. Вид третьего базисного оператора D был 
найден только для случая r  1, при этом уточнялось, что ядро 
D составляют инфинитезимальные конформные преобразова-
ния (M, g). 

С помощью операторов d и d* базиса строится хорошо из-

вестный лапласиан Ходжа—де Рама   dddd , который 
стал самосопряженным неотрицательным эллиптическим диф-

ференциальным оператором второго порядка  : r М    

 r М . Его ядро Ker на компактном (M, g) составляют 

гармонические r-формы, образующие конечномерное вектор-

ное пространство Hr(M, ℝ), размерность которого равна числу 
Бетти  Mbr  многообразия  g,М . 

Вид третьего базисного оператора D определен в [2] и [3], 
там же было доказано, что его ядро составляют конформно 
киллинговые r-формы (см.: [4; 5]). В работе [6] для компакт-
ного  g,М  найден оператор D*, формально сопряженный к D, 
и построен дифференциальный оператор второго порядка 
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где   — связность Леви-Чивита, а символом  обозначен 
оператор формально сопряженный к  . В статьях [6—9] изу-

чены свойства оператора DD . В частности, доказано, что 

   ММDD rr  :  — самосопряженный неотрицательный 

эллиптический оператором второго порядка. Ядро DDKer  

составляют конформно киллинговые r-формы, образующие на 
многообразии  g,М  конечномерное векторное пространство 

Тr(M, ℝ), размерность которого равна числу Тачибаны  Mtr  

многообразия  g,М . При этом эллиптичность оператора DD  

обосновывалась тем фактом (см.: [9]), что он является приме-
ром эллиптического оператора Стейн — Вейса [10]. В настоя-

щей статье мы докажем эллиптичность оператора DD  пря-
мыми вычислениями. Справедлива 

 

Теорема. Пусть  D,dd,   — базис пространства естест-

венных (относительно изометрических диффеоморфизмов) 
дифференциальных операторов первого порядка, действующих 

на пространстве  Мr  внешних дифференциальных r-форм 

 11  nr  на римановом многообразии (M, g) и имеющих 

значение в пространстве однородных тензоров над (M, g). 

Тогда для оператора D , формально сопряженного к D, диф-
ференциальный оператор второго порядка 

   ММDD rr  :  

является эллиптическим. 
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2. Доказательство теоремы 

 

Главные символы дифференциальных операторов  ,  , 

d  и d  первого порядка, определенных на векторном про-

странстве  Мr , хорошо известны (см. [11, с. 76—77; 12, 

с. 628]): 

   
    xxxx

xxxx

id;d

;i;
















 

для всех  0 MTx ,  MTx
r

x
  и  MTMT x

r
xx

   в 

каждой точке Mx , где  MTx
r   — пространство ковари-

антных кососимметрических тензоров над МТх . Тогда глав-

ный символ  DD
  оператора DD  имеет вид 

  xDD 
  xx i

r

rn

r

r
 





 1
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2
 

в каждой точке x  многообразия  g,M . Следовательно, 

     
222

11

2

1
xxxxx i,DDg

rrn

rn

r

r
 






  . 

В частности, для n  2r из этого равенства следует, что 

оператор DD  является лапласианом (см.: [5]). Используя не-

равенства 
222

 xxi   и rn 2 , из приведенного вы-

ше равенства заключаем, что 

     22
33

22
xxxx rn,DDgr     . 
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Следовательно, для rn 2  дифференциальный оператор 

второго порядка    ММ:DD rr    выступает эллипти-
ческим оператором (см.: [11, c. 74; 12, с. 628]). 

Полагаем далее, что ½ п < r < n, тогда 

     ,x x xg D D D D        
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На основе неравенства 
222

xxi    заключаем, что 
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Рассмотрим коэффициент при 
24

x   без учета чи-

слового множителя 1/(n — r + 1)2. А именно 
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Следовательно,      0
xxx DD,DDg    для r таких, 

что ½ п < r < n, а потому в этом случае дифференциальный 

оператор второго порядка    ММ:DD rr    является 
эллиптическим оператором (см. [11, c. 74; 12, с. 628]). Это и 
завершает наше доказательство. 

Замечание. Мы благодарны проф. Н. К. Смоленцеву за по-
мощь, которую он оказал нам при проведении второй части 
доказательства теоремы. 
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Ellipticity of a differential operator 
 

Let (M, g) be an n-dimensional Riemannian manifold and  ,d, d D  

basis of the space of natural (with respect to isometric diffeomorphisms) 

differential operators on the space  Мr  of exterior differential r-forms 
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 11  nr  with values in the space of homogeneous tensors on (M, g) 

(see Zbl 0484.53039). If we denote by D* the operator formally adjoint to the 

third basis operator D then the second order operator  : rD D М   

 r М  is elliptic (see also Zbl 1239.53058). 
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4 
Неприводимые четырехмерные алгебры с единицей,  

получаемые методом Кэли — Диксона 
 

Найдены все четырехмерные неприводимые ассоциатив-
ные алгебры с единицей над полем действительных чисел, ко-
торые можно получить методом Кэли — Диксона удвоения 
действительных двумерных алгебр с единицей. 
 
Ключевые слова: линейные алгебры, неприводимые алгебры, ас-

социативные алгебры, алгебры с единицей, процесс Кэли — Диксона 
удвоения алгебр. 

 
В 1908 году Э. Штуди и Э. Картан опубликовали обзорную 

статью [1], в которой они в частности привели классификацию 
всех четырехмерных неприводимых ассоциативных алгебр с 
единицей над полем R  действительных чисел. Приведем эту 
классификацию по книге [2]. Алгебры эти обозначим симво-
лами  4, 1,2,mA m   , а базисные элементы этих алгебр симво-

лами 3210 ,,, eeee , причем 0e  во всех случаях является символом 
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